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cally dangerous substance in the atmospheric air. An equation is considered that is conjugate to the 

mass transfer equation. With the help of this equation, a zone is determined where the location of 

the emission source can lead to the emergence of dangerous concentrations, for a certain time, at the 

point of "interest". This information makes it possible to identify subzones where the emission of a 

dangerous substance, in case of an accident, a terrorist act will lead to undesirable consequences. 

For the solution of the conjugate problem, the approach proposed by G.I. Marchuk. 

 

Results. On the basis of the developed numerical model, it is possible to carry out solutions as a direct 

problem – the calculation of contamination zones in the atmosphere at a known position of the emis-

sion source and the associated problem. The results of a numerical experiment are presented. 

 

Scientific novelty. A new numerical model is proposed that allows solving an associated problem 

in the field of atmospheric air pollution during the emission of chemically hazardous substances – 

to identify areas where the emission of a pollutant can lead to undesirable consequences at the point 

of "interest". The model can be used to perform serial calculations in developing a plan for elimi-

nating a dangerous situation. The model makes it possible to take into account the influence of me-

teorological conditions in a given region, atmospheric diffusion, emission power during a computa-

tional experiment. 

 

Practical significance. 2D numerical model is proposed for solving the related problem in the field 

of environmental safety: selecting zones where the emission of a hazardous substance can lead to 

undesirable results at the point of "interest". The model makes it possible to identify subzones 

where the conduct of an act of terrorism is extremely dangerous. 

 

Keywords: conjugate task, atmosphere pollution, emission of chemically hazardous substances. 
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БІОЛОГІЧНЕ ОЧИЩЕННЯ СТІЧНИХ ВОД В АЕРОТЕНКАХ 

 
Purpose. Development of mathematical model for prediction of output parameters of  aeration 

tank  with account of dissolved oxygen, oxygen , sludge, substrate  transfer and biological treatment 

. The mathematical model may be used in predicting the effectiveness of aeration tank under differ-

ent regimes of work. 

Methodology. To simulate the process of biological wastewater treatment in aeration tank 

mathematical model was developed. This model is based on the set of differential equations which 

describe fluid dynamic process and biological process in aeration tank. The flow field in the aera-

tion tank is simulated on the basis of potential flow model. This model allows to predict quickly 

flow pattern in the aeration tank. To simulate the process of sludge, substrate, oxygen, diluted oxy-

gen transfer 2-D transport equations are used. To simulate the process of biological treatment sim-

plified model is used which takes into account the process of sludge growth and substrate extinc-
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tion. For the numerical integration of transport equations implicit difference scheme is proposed. 

The difference scheme is built on splitting transport equations.  To solve the splitting equations im-

plicit difference scheme was used. For the numerical integration of potential flow equation the im-

plicit scheme of conditional approximation was used. To solve ordinary equations which describe 

the biological process in the aeration tank Eurler’s method was used.  On the basis of constructed 

mathematical it is possible to carry out computer experiment to investigate the process of biological 

treatment in aeration tank. FORTRAN language was used to develop code. 

Findings.  A set of differential equations was proposed to simulate the process of wastewater 

biological treatment in the aeration tank. The model takes into account the dissolved and not dis-

solved oxygen transfer in aeration tank.  The model can be used to obtain aeration tank parameters 

under different regimes of work. The model developed takes into account the main fluid dynamics 

parameters in the aeration tank. To implement the developed model the common input parameters 

are needed. 

Originality. Mathematical model which takes the main physical and biological features of 

wastewater biological treatment in the aeration tank was proposed. The model takes into account 

substrate, sludge, oxygen, dissolved oxygen transport in aeration tank and process of biological 

treatment. 

Practical implications. Efficient mathematical model, so called «diagnostic models» was pro-

posed for quick calculation of biological treatment process in aeration tank. 

Keywords: biological treatment; mathematical  simulation; aeration tank 

 

Introduction. It is well known that the efficiency of aeration tanks (AT) strong-

ly depends on the dissolved oxygen (DO) concentration. Prediction of DO concentra-

tion is a difficult problem because it depends on the number of factors which are 

changing in time. At the stage of AT design or it’s reengineering we must predict DO 

concentration under new conditions of work of AT. To solve this problem it is im-

portant to have mathematical models which do not consume much computational 

time and are physically based. 

At present mathematical models which are used for aeration tank calculation in-

cludes empirical models [5, 7], balance models [3, 4, 8, 16], analytical models [6, 9], 

CFD models [1, 2, 10-14]. CFD models allow to reproduce geometrical form of AT 

(that is very important because in this case we can study influence of fluid dynamics 

regimes on the mass transfer in AT) but these models are very time consuming. Other 

models are widely used during aeration tank design but the models have some limita-

tions. 

Purpose. The goal of this work is the development of mathematical model to 

simulate the process of biological wastewater with account of dissolved oxygen trans-

fer in aeration tank. 

Mathematical model. Biological waste water treatment includes different pro-

cesses and to take all of them into account is practically impossible. Also it is known 

that more complicated mathematical model of AT needs more input data which 

sometimes are very difficult to find. That is why different researchers make simplica-

tions to develop robust mathematical model. 

To simulate the process of biological treatment in AT, we split, at the differen-

tial level, the governing equations into two groups. The first group of equations de-

scribe the convective- diffusive process in aeration tank. This process includes trans-
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fer of substrate, sludge, oxygen and dissolved oxygen in water inside AT. To simu-

late this process we use the following equations: 
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,  – is the averaged concentration of substrate; H  – is 

the depth of the aeration tank;  yxS ,  – is the averaged concentration of sludge for 

biological treatment;  yxO ,  – is the averaged concentration of oxygen in air which 

is injected into aeration tank;  yxDO ,  – is the averaged concentration of dissolved 

oxygen in water; vu,  – are the flow velocity components in x, y direction 

respectively; w  – is lifting speed of air bubbles which are injected from the holes in 

aeration tank;  yx  ,  – are the coefficients of turbulent diffusion in x, y 

direction respectively; t  – is time. 

All equations in set (1-4) are equations of convective - diffusive admixture 

transfer in water. The boundary conditions for these equations we describe, as an 

example, for equation of substrate transfer only. They are as following: 

– at the inlet opening of AT the boundary condition is 

inCC  , 

where inC  is known concentration of substrate; 

– at the outlet opening of AT the boundary condition in the numerical model is 

written as follows 

   jiCjiC ,,1   

where  jiC ,1  is concentration at the last computational cell;  jiC ,  are 

concentration at the previous computational cell; 

– at the solid walls or any “ solid intrusions” in AT (for example, different fins, 

etc) the boundary condition is 

0




n

C
, 

where n  is normal vector to the boundary. 

The initial condition, for 0t , is 

0CC  , 

where 0C is known concentration of substrate in computational domain. 
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To describe the biological process in the aeration tank and oxygen supply wee 

use the following equations 
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where   is biomass growth rate; Y  is biomass yield factor;    ii yyxx   is 

Dirac’s delta function; DOst is saturation concentration of oxygen in water; dK  is 

coefficient associated with biomass death; aKL  is mass transfer coefficient; Q  – is 

intensity of oxygen supply from blowers into aeration tank. 

To calculate biomass growth rate Monod law is used. 

As the initial condition for each equations (5)-(8), at each time step, we use the 

meaning of corresponding values obtained after computing equations of mass transfer 

(1-4). 

To solve Eq.1-4 it is necessary to know the flow field in aeration tank. To 

simulate this flow field we use model of potential flow. In this case the governing 

equation is 
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where Р is the potential of velocity. 

The velocity components are calculated as follows: 
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Boundary conditions for equation (9) are described in [5]: 

Numerical solution. To perform numerical integration of governing equations 

we used rectangular grid.   

To solve equation (9) we used Libman’s finite difference scheme. In this case 

the governing Eq.(9) is approximated as follows 
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Value jiP ,  is calculated from (8) as 

 
A

y

PP

x

PP

P

jijijiji

ji



























2

1,1,

2

,1,1

, , (12) 



Еколoгічна безпека та охорона праці 

329 

where  
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The calculation on the basis of these formulae is complete if the following 

condition is fulfilled: 

 n
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where ε is a small number; n is iteration number. 

To solve Eq. 12 it is necessary to set the initial field of jiP ,  in computational region. 

If we know field of P  in computational domain we can compute velocity 

components at the side of computational cells using following expressions 
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To solve Eq.( 1 – 4) change – triangle difference scheme was used. 

The main  features of finite difference scheme to integrate the mass  are shown 

below. Time dependent derivative is approximated as follows: 
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The convective derivatives are represented as: 
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The second order derivatives are approximated as 
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At the next step we write the finite difference scheme of splitting: 

– at the first step 
4

1
k : 
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– at the second step 
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– at the third step 
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– at the fourth step 1 nk ; 
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This difference scheme is implicit and absolutely steady. The unknown 

concentration C is calculated using the explicit formulae at each step («method of 

running calculation»). 

Eurler’s method was used to solve Eq. (5 – 8). For coding difference equations 

FORTRAN language was used. 

Findings. New mathematical model was proposed to simulate the biological 

wastewater treatment in aeration tank. The model takes into account the more im-

portant processes which take place in aeration tank. 

Originality and practical implications. The model is based on the 2-D 

transport equations of substrate, sludge, oxygen and dissolved oxygen transfer in aer-

ation tank and simplified equations of biological treatment. The developed model can 

be useful in aeration tanks design. 

Conclusions. The article contains description of new mathematical model to 

solve the problem of wastewater biological treatment in aeration tank (ration tank of 
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displacement type). The future work in this field will be connected with development 

of fluid dynamics model which takes into account oxygen transfer in the aeration tank. 
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АНОТАЦІЯ 

Мета. Розробка числової моделі для прогнозування вихідних параметрів аеротенку з ураху-

ванням перенесення розчиненого кисню. Чисельна модель може бути використана для про-

гнозування ефективності аеротенку при різних режимах роботи. 

 

Методика досліджень. Для моделювання процесу біологічної очистки стічних вод в аероте-

нках була розроблена математична модель. Поле потоку в аеротенках моделюється на основі 

моделі потенційного потоку. 2-D рівняння переносу використовуються для моделювання 

транспорту забруднювача, кисню, розчиненого кисню, мулу в аеротенках Для моделювання 

процесу біологічної обробки використовується спрощена модель, яка враховує процес зрос-

тання мулу і його відмирання. Для чисельного інтегрування рівнянь переносу використову-

валася неявна різницева схема. Різницева схема побудована для розщеплення рівнянь пере-

носу. Розщеплення рівняння переносу на два рівняння виконується на диференціальному рі-

вні. Перше рівняння розщеплення враховує рух осаду або субстрату по траєкторіях. Друге 

рівняння розщеплення враховує дифузний процес субстрату або осаду. Для вирішення рів-

нянь розщеплення використовувалася неявна різницева схема. Для чисельного інтегрування 

рівняння потенційного потоку використовувалася неявна схема умовної апроксимації. Роз-

роблена математична модель дозволяє зменшити частку фізичного експерименту при розро-

бці та реконструкції аеротенків. 

 

Результати дослідження. Розроблено математичну модель, яка включає в себе систему рів-

нянь, що описують транспорт забруднювача, активного мулу, кисню, розчиненого кисню в 

аеротенках та процеси біологічного очищення стічних вод. Модель може використовуватися 

для отримання вихідних параметрів аеротенка при різних режимах його роботи. 

 

Наукова новизна. Запропоновано систему диференціальних рівнянь для моделювання про-

цесів транспорту та біологічної очистки стічних вод в аеротенку. Модель враховує основні 

гідродинамічні і біологічні процеси, що проходять в аеротенку. Модель може бути викорис-

тана для оцінки ефективності роботи аеротенка. 

 

Практичне значення. Запропоновано ефективну математичну модель, що належить до кла-

су «діагностичні моделі» для швидкого розрахунку процесу біологічної очистки стічних вод 

в аеротенках. 

 

Ключові слова: біологічне очищення, математичне моделювання, аеротенк 

 

АННОТАЦИЯ 
Цель. Разработка математической  модели для прогнозирования выходных параметров аэро-

тенка с учетом переноса растворенного кислорода. Математическую модель можно исполь-

зовать для прогнозирования эффективности аэротенках при различных режимах работы. 

 

Методика исследований. Для моделирования процесса биологической очистки сточных вод 

в аэротенке был разработана математическая модель. Поле потока в аэротенке моделируется 

на основе модели потенциального потока. 2-D уравнения переноса используются для моде-

лирования транспорта загрязнителя, кислорода, растворенного кислорода, ила в аэротенке 

Для моделирования процесса биологической обработки используется упрощенная модель, 

которая учитывает процесс роста ила и его  отмирания. Для численного интегрирования 



Еколoгічна безпека та охорона праці 

333 

уравнений переноса использовалась неявная разностная схема. Разностная схема построена 

для расщепления уравнений переноса. Расщепление уравнения переноса на два уравнения 

выполняется на дифференциальном уровне. Первое уравнение расщепления учитывает дви-

жение осадка или субстрата по траекториям. Второе уравнение расщепления учитывает 

диффузионный процесс субстрата или осадка. Для решения уравнений расщепления исполь-

зовалась неявная разностная схема. Для численного интегрирования уравнения потенциаль-

ного потока использовалась неявная схема условной аппроксимации. Разработанная матема-

тическая модель позволяет уменьшить долю физического эксперимента при разработке и ре-

конструкции аэротенков. 

 

Результаты исследований. Разработана математическая модель, которая включает в себя 

систему уравнений, описывающих транспорт загрязнителя, активного ила, кислорода, рас-

творенного кислорода в аэротенке и процессы биологической очистки сточных вод. Модель 

может использоваться для получения выходных параметров аэротенка при разных режимах 

его работы. 

Научная новизна. Предложена система дифференциальных уравнений для моделирования 

процессов транспорта и биологической очистки сточных вод в аеротенке. Модель учитывает 

основные гидродинамические и биологические процессы, проходящие в аэротенке. Модель 

может быть использована для оценки эффективности работы аэротенка. 

 

Практическое значение. Предложена эффективная математическая модель, принадлежащая 

к классу «диагностические модели» для быстрого расчета процесса биологической очистки 

сточных вод в аэротенке. 

 

Ключевые слова: биологическая очистка, математическое моделирование, аэротенк 
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ПРОГНОЗ ЛОКАЛЬНИХ ЗОН ЗАБРУДНЕННЯ БІЛЯ 

АВТОМАГІСТРАЛІ З УРАХУВАННЯМ РОСЛИННОСТІ 

 M. Biliaiev, T. Rusakova 

FORECASTING OF LOCAL POLLUTION ZONES NEAR THE 

MOTORWAY TAKING INTO ACCOUNT THE VEGETATION 

Мета дослідження. Розробка числової моделі для прогнозу локальних зон забруднення 

біля автомагістралі з урахуванням рослинності. 

Методика. Метод чисельного розрахунку концентрації забруднювача в атмосферному 

повітрі ґрунтується на вирішенні двовимірного рівняння масопереносу забруднення, що без-

посередньо надходить від автомагістралі. Методика враховує процес сорбції рослинністю, 

що росте вздовж автомагістралі, а також наявність бар’єру (загорожі) попереду рослинності. 

Чисельна модель ґрунтується на розв’язанні рівнянь за допомогою неявних різницевих схем. 

Результати. Налагоджено комп’ютерну програму для оцінки поля концентрації домішки 

в атмосферному повітрі в наслідок емісії забруднення, що потрапляє від автомагістралі. Ця 

розробка включає в себе модуль, що враховує процес сорбції рослинністю, яка безпосеред-


